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1 Grundlagen

Das gleichseitige Dreieck

Satz 1

Fiir ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge a gelten folgende Formeln:

Hohe

a
h=2v3

Umbkreisradius

a
= — 3
r 3\/_

Flacheninhalt
2

a
4=2V3

Gleichseitiges Dreieck mit Hohe und Umkreis



Die eulersche Polyederformel

Satz 2

Fiir die Anzahlen der Ecken (e), der Fliachen (f) und der Kanten (k) eines
beliebigen konvexen Polyeders gilt folgende Beziehung:

Eulersche Polyederformel
le+f=k+2]

Bemerkung: Der Begriff Polyeder (Vielflichner) bezeichnet einen Korper, der von Viel-
ecken (Polygonen) begrenzt wird. Konver bedeutet, dass eine beliebige Verbindungs-
strecke von zwei Punkten des Polyeders stets vollstdndig innerhalb des Polyeders liegen
muss. Alle Ecken miissen also nach aufsen gerichtet sein.

2 Definition und einfache Eigenschaften

Definition 3

Ein Ikosaeder (von griechisch eikosdedron fiir Zwanzigflichner) ist ein
konvexes Polyeder, das von kongruenten gleichseitigen Dreiecken begrenzt
wird, wobei in jeder Ecke fiinf Flachen zusammentreffen.

Bemerkung 1: Zur Unterscheidung von anderen 20-flichigen Polyedern miisste man
eigentlich vom regelméfsigen Ikosaeder sprechen. Der Zusatz ,regelméfig” wird hier
aus Griinden der Bequemlichkeit weggelassen.

Bemerkung 2: Diese Definition entspricht dem Schléfli-Symbol {3, 5}.

Bemerkung 3: Grundsétzlich wire es denkbar, dass ein Korper mit den geforderten
Eigenschaften gar nicht existiert. Mit den spédter angegebenen kartesischen Koordinaten
(Satz 7) lasst sich die Existenz eines Ikosaeders beweisen.

Bemerkung 4: Zwei verschiedene Ikosaeder sind in jedem Fall zueinander ahnlich. Daher
spricht man héufig von dem lkosaeder, als ob es nur ein einziges gébe.

Bemerkung 5: Das Ikosaeder gehort — zusammen mit dem regelméfigen Tetraeder, dem
Hexaeder (Wiirfel), dem Oktaeder und dem Dodekaeder — zu den fiinf platonischen
Korpern.



Satz 4
Jedes Tkosaeder besitzt 12 Ecken, 30 Kanten und 20 Fléachen.

Beweis (nach [2]): Ist e die Anzahl der Ecken, so ldsst sich auch die Zahl der Fldchen
(f) durch e ausdriicken. Wiirde man allerdings einfach die Eckenzahl mit der Zahl der
Flachen pro Ecke multiplizieren (e - 5), so wiirde man jede Flidche dreifach zdhlen, weil
jede Flache drei Ecken enthélt. Daher muss man noch durch 3 dividieren. Fiir die Zahl
der Fliachen ergibt sich folglich f = 2e.

Eine entsprechende Uberlegung ist fiir die Zahl der Kanten (k) moglich. Da eine Kante
zwei Ecken enthélt und in jeder Ecke fiinf Kanten zusammentreffen, muss k£ = 2e gelten.

Setzt man die gefundenen Rechenausdriicke in die eulersche Polyederformel e+ f = k+2
(siehe Satz 2) ein, so erhdlt man:

et+2e = Ze+2
ie = 2
e = 12

f = fe=2-12=20
ko= Ze=3-12=30



3 Symmetrieeigenschaften

Satz 5

Ebenensymmetrie: Ein Tkosaeder hat 15 Symmetrieebenen. Jede Sym-
metrieebene enthilt zwei gegeniiberliegende Kanten und die Symmetrie-
achsen von vier Dreiecksflichen. Auf einer Symmetrieebene liegen daher
stets vier Ecken, vier Kantenmittelpunkte und vier Flachenmittelpunkte.

Drehsymmetrie: Ein Ikosaeder besitzt

e 6 fiinfzdhlige Drehachsen (jeweils durch zwei gegeniiberliegende
Ecken),

e 10 dreizdhlige Drehachsen (jeweils durch die Mittelpunkte zweier
gegeniiberliegender Fliachen) und

e 15 zweizéhlige Drehachsen (jeweils durch die Mittelpunkte zweier
gegeniiberliegender Kanten).

Punktsymmetrie: Ein Ikosaeder ist punktsymmetrisch.

Bemerkung: Es gibt insgesamt 120 (gleichsinnige oder ungleichsinnige) Kongruenzab-
bildungen (Isometrien), die das Ikosaeder auf sich abbilden. Sie bilden beziiglich der Hin-
tereinanderausfithrung o eine Gruppe. Diese Gruppe, die als Ikosaedergruppe (seltener
als Dodekaedergruppe) bezeichnet wird, ist isomorph zum direkten Produkt As x Zs
der alternierenden Gruppe As und der zyklischen Gruppe Z,.

Beschrankt man sich auf die 60 gleichsinnigen unter den genannten 120 Kongruenzab-
bildungen, so erhilt man eine Untergruppe, die zu A5 isomorph ist. (Die Bezeichnungen
sind allerdings nicht einheitlich; manchmal wird diese Untergruppe Ikosaedergruppe bzw.
Dodekaedergruppe genannt.)



Ikosaeder mit Symmetrieebene



Sh

Ikosaeder mit flinfzéhliger Drehachse
(durch zwei gegeniiberliegende Ecken)



S

Ikosaeder mit dreizéahliger Drehachse
(durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Flichen)



Ikosaeder mit zweizahliger Drehachse
(durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Kanten)



4 Dualitatseigenschaft

Satz 6

Verbindet man die Mittelpunkte der Begrenzungsflachen eines Ikosaeders,
so entsteht dadurch ein Dodekaeder. Umgekehrt erhalt man durch Ver-
binden der Flachenmittelpunkte eines Dodekaeders ein Ikosaeder.

Ikosaeder mit zugehorigem Dodekaeder




Dodekaeder mit zugehorigem Ikosaeder

Bemerkung: Aus der Dualitéit zwischen lkosaeder und Dodekaeder folgt unmittelbar,
dass beide Korper die gleichen Symmetrieeigenschaften haben.
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5 Berechnungen

Kartesische Koordinaten

Satz 7
Durch

Kartesische Koordinaten
(0,£1,£®), (£1,£9,0), (£,0,+1)

sind die Ecken eines Ikosaeders mit Kantenldnge 2 gegeben. Dabei ist

1
o = 5(1 +1/5) das Verhiltnis des Goldenen Schnittes.

Beweisskizze: Die genannten Punkte erfiillen die Kugelgleichung 2 +y? + 2% = 1+ ®?
und liegen daher auf einer Kugel um den Ursprung. Es gibt 66 Kombinationen von je zwei
dieser zwolf Punkte. Mithilfe der Koordinatendifferenzen und des Satzes von Pythagoras
kann fiir jede solche Kombination die Entfernung der Punkte berechnet werden. Bei
30 der Kombinationen ist das Ergebnis gleich 2 (Kantenlidnge), bei den restlichen 36
Kombinationen erhélt man jeweils eine grofere Entfernung.

Radien

Das Tkosaeder besitzt — wie alle platonischen Korper — eine Umkugel (Kugel durch
die Ecken), eine Kantenkugel (Kugel durch die Mittelpunkte der Kanten) und eine
Inkugel (Kugel durch die Mittelpunkte der Flichen). Die zugehorigen Radien seien mit
7w, Tk und 7; bezeichnet.

Satz 8

Der Radius der Kantenkugel eines Tkosaeders ist gegeben durch:

Kantenkugelradius

Th = %(14-\/5)

Dabei bedeutet a die Lange einer Ikosaederkante.
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Beweis:

Eo Ko 5 E;
Tk Tk h
a E—
Ks N 2 i K4
Es K4 E4

Jede Symmetrieebene des Ikosaeders enthélt vier Ecken (Eq, Eq, E3, E4) und vier Kan-
tenmittelpunkte (Ki, Ko, K3, K4). Bezeichnet man die Entfernung der Punkte E; und K;
mit h und die gesuchte Entfernung zwischen dem Ikosaedermittelpunkt M und einem be-
liebigen Kantenmittelpunkt K; mit 7, so gilt nach dem Satz des Pythagoras (angewandt
auf das Dreieck E{HKj)

a
rEt (e = 5)* =0
h ist die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenldnge a. Einsetzen des Ergebnisses

von Satz 1 ergibt somit:

2 2
2
a a 3
r,%%—lrk—Q Tk §+<§>] = Za2
3
2rp —ary, + —a® = Zaz
L o
2ry —arp — za” =
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Nun kann die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen verwendet werden:

() + \/(—a)2 _4.9. (—%cﬁ)

2.2
a =+ Va2 + 4a?

4
a + v5a?
4
a:l:a\/g
4

Ty =

Whire das Minuszeichen von = richtig, so wiirde sich — sinnloserweise — ein negativer Wert
flir i, ergeben. Damit bestétigt sich die Behauptung:

a+a\/g
’]"k _= —_— =

. 7 1+ V5)

Satz 9

Der Umkugelradius eines Ikosaeders ergibt sich aus:

Umkugelradius

Ty = %\/2(54-\/5)

a bezeichnet wieder die Lange einer ITkosaederkante.
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Beweis:

Eo Ko Eq
a
2
Tk Ty
M
Es Ky E4

Aus dem Satz des Pythagoras (angewandt auf das Dreieck E;KoM) folgt unter Verwen-

dung von Satz 8:

<
TN
+

(5)
(1+\/5)]2+%2
[12—1—2-1-\/3—1—(\/3)2}—1-%2

(6+2\/5)+%2

| w<:n| w®|gw 5|Qw RS

Q =

(10 + 2v/5)

Q =

: -2(5+V5)

(@)

Durch Wurzelziehen erhilt man wie behauptet

re = %\/2(5 +/5).
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Satz 10

Fiir den Inkugelradius eines Ikosaeders mit Kantenldnge a gilt:

Inkugelradius

rz‘:ﬁ\/g(?)-i-\/g)

Beweis:

Eine beliebige Symmetrieebene des Tkosaeders enthélt — neben vier Ecken und vier Kan-
tenmittelpunkten — die Mittelpunkte von vier Fliachen. Aus Symmetriegriinden beriihrt
die Inkugel des Ikosaeders jede Fldche (von der Form eines gleichseitigen Dreiecks) in
ihrem Mittelpunkt. Die in der Zeichnung dargestellten Beriihrpunkte sind mit Fq, Fo, F3
und F4 bezeichnet.

Ein weiteres Mal kann man den Satz des Pythagoras anwenden, dieses Mal auf das
Dreieck MF1E;. Die Lange der Hypotenuse ist gleich dem Umkugelradius r,,, die Langen
der Katheten stimmen mit dem gesuchten Inkugelradius r; beziehungsweise mit dem
Umbkreisradius y einer (dreieckigen) Ikosaederfldche iiberein.

r?—l—y? = r

2 _
r, =
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Nun werden die fritheren Ergebnisse fir r, (Satz 9) und y (Satz 1, dort Bezeichnung )
eingesetzt.

V205 + x/5)>2 -~ (gﬁ)Q

a2

9

= (904 18V/5 — 48)

(10 + 2v/5) 3

\3
=N
Il

=l

= VMoo

—_
%‘%

(42 + 18V/5)

—_
£

Um den Inkugelradius zu erhalten, muss man die Wurzel ziehen.

I %\/42 +18v5

Die folgende, nicht gerade naheliegend erscheinende Uberlegung erméglicht eine weitere
Vereinfachung:

(3+v5)?2 = 324235+ (V6)?
(B+V5)? = 14+6V5
33+V5)? = 42+18V5

V3(B+VE) = \424+18V5

Damit erhdlt man sofort — wie behauptet —

T, = E\/g(?)—i—\/g)

Oberflache und Volumen

Satz 11

Der Oberflacheninhalt eines Tkosaeders mit Kantenldnge a ldsst sich mit
folgender Formel berechnen:

Inhalt der Oberflache
S =5a%/3
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Beweis: Der Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks wurde in Satz 1 angegeben mit

2
A:“Z\/ﬁ.

Dieser Wert ist nur noch mit der Anzahl der Fléchen (also mit 20) zu multiplizieren.

Satz 12

Fiir das Volumen eines Ikosaeders gilt:

Volumen

_ 9 3
V—12a (3++/5)

Dabei steht a wieder fiir die Lange einer Ikosaederkante.

Beweis: Verbindet man die Ecken einer Seitenfliche mit dem Mittelpunkt des Ikosaeders,
so erhédlt man eine Dreieckspyramide. Fiir das Volumen einer Pyramide gilt allgemein die
Formel

1
VP == §Ah,

wobei A fir die Grundfliche der Pyramide steht und h fiir die Pyramidenhdhe. Diese
Hohe stimmt aber mit dem Inkugelradius des Ikosaeders (r;) iiberein. Das gegebene
Ikosaeder ldsst sich zerlegen in 20 Pyramiden des genannten Typs. Wegen S = 20A und
h = r; erhalt man fir das Ikosaedervolumen:

1
V. = 20--Ah
3

1
= gSTz

Hier kénnen die Ergebnisse von Satz 11 und Satz 10 eingesetzt werden.

1 a
Vo= §-5a2\/§-ﬁ\/§(3+\/5)
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Winkel

Satz 13

Die Grofle des Winkels zwischen zwel benachbarten Flachen eines Iko-
saeders ldsst sich folgendermafien berechnen:

Winkel zwischen zwei Flachen

3+5
2

o = 2arctan (

Bemerkung 1: Die hier vorkommende Funktion arctan (Arkustangens) ist die Umkehr-
funktion der Tangensfunktion. Auf dem Taschenrechner entspricht sie iiblicherweise der

Taste tan!.

Bemerkung 2: Aus der Formel erhédlt man ndherungsweise o &~ 138,18969°.

Beweis:

Eo Ko Eq
a
2
Tuw/ Tk
M a K
2
E; Ky E4

Aus der Zeichnung liest man ab (Gegenkathete durch Ankathete):

Durch Einsetzen der Formel fiir den Kantenkugelradius 7 (Satz 8) folgt:
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o S(1+5)
2 Z(1+\/g)—5

1++5
1++5-2
14++/5
V5 —1

(V5 + 1)?

(V6 —1)(vV5+1)
6+2v5

51
3+5

2

Daraus ergibt sich durch Anwenden der Arkustangensfunktion:

@ arctan 3+ \/3
2 2

(3 +5 )
o = 2arctan >

Satz 14

Fiir die Grofse des Winkels zwischen einer Flidche und einer angrenzenden
Kante eines Ikosaeders gilt:

Winkel zwischen Fliache und Kante

3+\/5>

2

6 = 180° — arctan (

Bemerkung 1: Von einer Ecke des Ikosaeders bzw. der gegebenen Fliche gehen fiinf
Kanten aus. Zwei davon gehoren zur Flache. Die Formel bezieht sich auf die mittlere der
restlichen drei Kanten.

Bemerkung 2: Aus der Formel erhdlt man den Néherungswert 8 ~ 110,90516°.
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Bemerkung 3: Eine gleichwertige Formulierung ist:

3—VH
g = 90°+arctan< 2\/_>

Beweis:

E, Ko E;

E3 Ke — E4

Aus der Zeichnung ist ein Zusammenhang zwischen dem Winkel « (Fléche-Fldche) und
dem Winkel g (Flache-Kante) erkennbar. Es gilt (Winkelsumme im Dreieck):

% (8- 90°) +90° = 180°
(6%

— 180° — =
b 2

Zusammen mit Satz 13 erhilt man daraus die Behauptung:

3 9
B = 180°—arctan< +2\/_>

20



Literatur

[

2l

3]

4]

[5]

[6]

7]

Friedrich Barth, Gert Krumbacher, Elisabeth Matschiner, Konrad Ossiander:
Anschauliche Geometrie 3.
Ehrenwirth Verlag, Miinchen, 1988.

Pierre Basieux: Die Top Ten der schonsten mathematischen Sétze.
Rowohlt Taschenbuch Verlag, Hamburg, 2000.

Walter Fendt: Die platonischen Korper (HTML5-App).
www.walter-fendt.de/html5/mde/platonicsolids_de.htm

Udo Hebisch: Mathematisches Café; Ikosaeder.
www.mathe.tu-freiberg.de/ hebisch/cafe/ikosa.html (nicht mehr abrufbar)

Jiirgen Koller: Mathematische Basteleien; Ikosaeder.
www.mathematische-basteleien.de/ikosaeder.htm

Eric W. Weisstein: Math World, Icosahedral Group.
mathworld.wolfram.com/IcosahedralGroup.html

Wikipedia-Artikel zum Ikosaeder.
de.wikipedia.org/wiki/Ikosaeder

Letzte Anderung: 29. Juni 2025

21



	Grundlagen
	Definition und einfache Eigenschaften
	Symmetrieeigenschaften
	Dualitätseigenschaft
	Berechnungen

